Unidad VII: Aplicacién de transformadas

Objetivo especifico: Entender ampliamente el fendmeno del comportamiento de los modelos
matematicos para la resolucion de problemas enfocados a los ejercicios en la transformada de
Laplace.

Conceptos a desarrollar en la unidad:  Dar al alumno las herramientas necesarias, para que pueda
efectuar el analisis aplicados en las transformadas.

7.1 Aplicacion de transformadas a sistemas continua s

Funciones de Singularidad

Las funciones de singularidad son un grupo de funciones que estan relacionadas con la funcién
impulso. Aparte de la funcion impulso estan la funcion escalon y la funcion rampa unitaria.

Funcion Impulso

La funcién impulso es mas un concepto matematico que una funcién, que se define de la siguiente
manera:

t=0
a(t) =4

" lot#0
f 5(t)dt = 1

/7

% Lafuncion es cero para cualquier valor de t, excepto cero.
Cuando la t es cero el valor de la funcion es infinito
% Por definicién el area de esta funcion es igual a uno

7
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7.1.2.-Gréfica funcidn delta

La funcion impulso posee algunas propiedades que pueden resultar Gtiles.
S(t—7)=0,t#T7

También es importante para posteriores desarrollos la propiedad de desplazamiento o corrimiento.

f:; o(t — 7) f(t)dt = f;[:r ot — 1) f(t)dt = /:r 5(t — 7) f(r)dt =

1 Johnsonbaugh, Richard (2005). Matematicas Discretas.
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Fisicamente existen efectos en la naturaleza a los que se puede asociar esta funcién como por
ejemplo la fuerza aplicada en un lapso muy corto, como cuando un martillo golpea un clavo, o la
presencia de un voltaje por un instante muy corto que en términos de esta funcién como:

f(t) = bdelta(t)
Funcion Escalon Unitario

La funcidon escaldn unitario se define como la integral de la funcién impulso desde el infinito negativo
hasta el tiempo t. La integral de la funcion impulso es O si el tiempo t es menor que 0, y 1 si el tiempo
t es mayor que 0. Se define exactamente el escalén unitario como:

0,t<(
1,1 >0

u(t) =
El tipo de escalén unitario corresponde a una salida. El valor de la funcion en t=0, es indefinido.
Otros textos lo pueden definir como 1 o 0. Asi pues ésta nos representa la corriente continua
disipada en nuestro dispositivo.
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7.1.2.- Funcion Escaldn Unitario o Heaviside

(o]

En el caso de la funcidén escaldn, fisicamente representa un cambio instantaneo que se produce a
t=0, es una suposicion el hecho de representar una funcion con tiempos negativos (lo cual no
existe), en cambio sirve para representar el caso de un interruptor que permanece abierto hasta que
en un instante se cierra, estableciendo el maximo voltaje a una carga.



Funcion Rampa

La funcién rampa es la integral de la funcion escalon. Si consideramos que estamos sumando toda
el area bajo la funcion escaldén a hasta un tiempo t. Si t < 0 (cero), el valor de la integral sera 0
(cero). Si es mayor que 0 (cero), entonces el valor sera igual a la integral de 1 desde el tiempo 0
hasta el tiempo t, la cual también tiene el valor t, es decir:

tt>0
M=101t<a

Relacion Impulso / Escalén

Tal como se puede facilmente demostrar, la funcién escalén y la funcién impulso estan relacionados
de la siguiente manera:

u(t) = f 5(7)dr

—0

d{f‘]
J gu,

Relacion escalén / rampa

Visto desde el punto de vista matematico una es la derivada de la otra puesto que; la funciéon rampa
se deriva de la funcién escalén, y ésta a su vez de la impulso. Andlogamente igualmente se
demuestra que

y

i
u(t) = Er(fj
Sefiales

Las sefiales son parte integrante de un todo. Las sefiales no tienen significado sin sistemas que las
interpreten, y los sistemas son indtiles sin sefiales que procesar.

Las sefales: ¢qué son?, ¢cudles son? y ¢cudles son sus propiedades? Estas propiedades se usan
para describir caracteristicas de las sefiales. También se cubren temas de transformaciones de
sefales, estas transformaciones son sélo matematicas (conceptualmente se transforman la sefal,
no se disefiara un sistema para hacerlo). Por ejemplo la inversion en el dominio del tiempo es una
transformacion.

Una sefal es cualquier fendmeno que puede ser representado de manera cuantitativa mediante una
funcién continua (cuyo dominio es los nimeros reales) o discreta (cuyo dominio es los numeros
enteros). Como ejemplos de sefiales se tienen: La variacion de la presién de aire a la salida de un
parlante. La variacion de la intensidad electromagnética que llega a una antena receptora. La



variacion de la temperatura maxima tomada diariamente. Los colores de una imagen digitalizada
(pixeles).

Sefiales Continuas

Una sefial continua es una sefial "suave" que esta definida para todos los puntos de un intervalo
determinado del conjunto de los nameros reales. Por ejemplo, la funcibn seno es un ejemplo
continuo, como la funcién exponencial o la funcién constante. Una parte de la funcion seno en el
rango de tiempos de O a 6 segundos también es continua. Si deseamos ejemplos de la naturaleza
tenemos la corriente, el voltaje, el sonido, la luz, etc.

Sefales Discretas

Una sefal discreta es una sefial discontinua que esta definida para todos los puntos de un intervalo
determinado del conjunto de los nimeros enteros. Su importancia en la tecnologia es que, los
computadores y microchips que son utilizados en este nuevo mundo "Digital" en el que vivimos, s6lo
manejan sefales discretas. Una sefial discreta en la naturaleza podria ser el pulso cardiaco, el
rebotar de una pelota al caer libremente, etc.

Si para todos los valores de una variable existe un valor, estamos hablando de una sefial continua.
Parte Par e Impar de una sefial

Cualquier sefal se puede poner como la suma de una sefial par y una sefial impar.

Par

Una funcién par es una funciéon en donde I“} - I{_f‘}. Es decir, esta funcidn presenta una
simetria en torno al eje Y.

Impar _ _

Una funcion impar es una funcién en donde I“‘} — _I{_f‘}. Es decir, esta funcién presenta una
simetria respecto al origen del sistema de coordenadas. (Espejo a través de la recta Y = —I)
Periodica

Una funcién periddica es aquella que muestra una repeticion constante, y no evoluciona con el
tiempo T cumpliéndose que r(t+ T} — I{f) Por ejemplo, una onda cuadrada o sinusoidal son
ondas periddicas, en tanto que la funcion T(t) - tno es periddica.

Transformaciones de Sefiales Continuas Simples
Escala de la amplitud

Amplificacion, Atenuacion, Limitacion, (falta definir cada una de éstas).

Amplificacion: Una amplificaciébn de una sefial es una manipulacién de la misma. Esto se logra al
multiplicar afuera del argumento por una constante mayor a 0 esto dar4d como resultado un
amplificacién en el caso contrario si multiplicas por una constante menor a 0 tendras una atenuacion
de la sefial.

Transformaciones Temporales

Compresion, Expansion y Escalamiento Temporales (falta definir cada una de éstas).



Inversién de Signo de la Sefal

Una inversidén de signo voltea la sefal a lo largo del eje de amplitud. Asi, "los dltimos seran los
primeros y los primeros seran los Ultimos." Las tres funciones basicas se modifican como sigue:

« La funcién impulso ts“‘)queda igual
. La funcién escalon ¥(t)se ransforma en #(—t)
« Lafuncién rampa 7(t)se transforma en T{(—t)

Causalidad, Anti-causalidad, No-causalidad

Esta propiedad de las sefiales esta relacionada con los valores que tomaré una sefial después de
atravesar un sistema.

Causal
Una sefial se denomina causal cuando no depende de sus valores en el futuro, y depende de sus

valores presentes y/o pasados. Ejemplo: y(t) = x(t — 1)+ z(t)
En la naturaleza la mayoria de las sefiales son causales.

Anti-causal
Una sefial se denomina anti-causal cuando no depende de sus valores en el pasado. Ej:

y(t) = 6 (t)

No-causal
Una sefial se denomina no-causal cuando sus valores dependen de una sefal futura. Ej:

y(t) = (=)

Sistemas Lineales Invariantes en el Tiempo (LTI)

Se dice que un sistema lineal es invariante en el tiempo si un desplazamiento en el tiempo de la
entrada resulta en un desplazamiento idéntico de la salida sin que cambie la forma de onda o perfil
de la sefial. Esto se puede enunciar en la forma siguiente:

Un sistema lineal es invariante en el tiempo si para cualquier desplazamiento 7se verifica que

(t+7)=h{t+7)

y COmMO consecuencia, para cualquier sefial I(f‘)y desplazamiento T,
r(t+7) =yl +7)

Por consiguiente, en un Sistema Lineal Invariante en el Tiempo (LIT), la respuesta impulsional
dependera Unicamente de la diferencia (f‘ - T), es decir,

hit,7) = h{t — 1)

La respuesta de un LIT es entonces el producto de convolucion de la excitacidon con la respuesta
impulsional del sistema discreto.



“En el caso de las sefales periodicas se pueden tra  tar como LIT siempre que el
desplazamiento coincida con su periodo”

Convolucién
Se define como la integral del producto de dos sefales después de ser desplazada una distancia 7.

1) = a(t) = h(t) = [ x(r)h(t —7)d
y(} I( )* () . I(T) ( T} Tlos limites de la integral dependen de la posicion de

las distintas sefiales respecto al tiempo. En los siguientes casos a la resolucién que se llega es que
cuando las sefiales nos dan algun valor positivo no se avanzaran o las sefiales se quedaran truncas
y no procede este problema.

y(t) es la salida.
X(t) es una sefal de entrada.

h(t) es otra sefial de entrada.

Convolucioén de Sefales en Sistemas Continuos LTI

o ()= [ u(rh(t—r)dr
Se define a la integral de convolucion —o0 Y la respuesta de un
sistema lineal estacionario a una entrada arbitraria se obtiene como la convolucién entre la entrada y
la respuesta al impulso.

Si el sistema es no-causal

)= [ u(r)h(t —1)d /m h(t —7)d
y( ) fm H(T) ( T} T 0 U(T) ( T) Tdonde la primera intregral depende

de valores futuros y la segunda de valores pasados y presentes.

Si el sistema es casual

20
_ N / h(t — 7)dr
La convolucion queda definida como de valores pasados y
presentes.

Ejemplos:

Convolucién de una rampa con un pulso (sefial de impulso o escaldn)

y(t) = r{t) * u(®
y(t) = .[_Q; r(T)u(t — 7)dr

Luego como la rampa r(t)=t*u(t) reemplazamos en la integral

/m u(t —7)dr



y como U |:T}vale 0 en los valores negativos ya tenemos uno de los limites de integracion y si aparte

consideramos que a U{t - T)Io despejamos y lo corremos t veces el otro limite de integracion
queda definido por el valor t. quedando la formula de esta manera

t
y(t) = f TdT
0 la cual es muy facil de integrar obteniendo asi
(%)
y(t) =

2
Series y Transformadas de Fourier

Series de Fourier

Muchas aplicaciones de ingenieria involucran el procesamiento de sefales aleatorias. Algunos
ejemplos de estas aplicaciones son: prediccion, donde obtenemos futuros valores de una sefial
usando valores pasados de la misma,; filtrado, donde buscamos recuperar los valores de una sefial
que ha sido alterada por ruido; modulacion, donde convertimos sefiales de informacién de bajas
frecuencias en sefiales de transmision de alta frecuencia que se transmiten mas facilmente en el
medio de transmision. En todos estos casos, el procesamiento de las sefiales involucra convertir una
sefal en otra. Es decir que se efectla una transformacion o mapeo de una funcién del tiempo (la
sefial de entrada) en otra funcion del tiempo (la sefial de salida). Esta transformacion esta
representada por un sistema dinamico. En estas notas estamos interesados en describir las
propiedades estadisticas de la sefial de salida cuando el sistema es lineal e invariante en el tiempo,
y la sefial de entrada es estacionaria en sentido amplio. Somero repaso de Sefiales y Sistemas Un
sistema dinamico es una transformacion entre el espacio de sefiales de entrada y el espacio de
sefiales de salida. Pendiente por que no aparece la explicacion de espacio dindmico

Soluciones de Fourier en el Dominio de la Frecuenci a
Ejemplos

Las derivadas de las sefiales sinousidales dependen del nimero de frecuencia de forma analdgica
segun la sefial si es discreta y continua, que basicamente una sefial discreta también cuenta con
una sefial continua.

Transformada de Laplace

La transformada de Laplace es una transformacién matematica. Nos ayuda a resolver sistemas
complejos mediante la transformacion de dichos sistemas en ecuaciones algebraicas sencillas. Por
ejemplo, en vez de usar ecuaciones diferenciales, mediante la transformada de Laplace,
convertimos dichas ecuaciones en polinomios, que son de menor dificultad resolutiva.



7.2 Aplicacion de transformadas a sistemas discreto s?

La transformada Z, al igual que otras transformaciones integrales, puede ser definida como una
transformada unilateral o bilateral.

Transformada Z bilateral

La TZ bilateral de una sefial definida en el dominio del tiempo discreto x[n] es una funcion X(z) que
se define

0

X(z) = Z{z[n]} = E r[n]z™"

Ta=—00

Donde n es un entero y z es, en general, un nimero complejo de la forma

z = Ael
Donde A es el médulo de z, y w es la frecuencia angular en radianes por segundo (Rad./s).
Transformada Z unilateral

De forma alternativa, en los casos en que Xx|[n] esta definida Unicamente para n = 0, la transformada
Z unilateral se define como

o0
X*(z)=Z{a[n]} = }_z[n]z™"
n=0
En el procesamiento de sefiales, se usa esta definicion cuando la sefial es causal. En este caso, la

Transformada Z resulta una serie de Laurent, con ROC del tipo |3| > R; es decir que converge
"hacia afuera”.

Un ejemplo interesante de la TZ unilateral es la funcion de generacion de probabilidades, donde x[n]
es la probabilidad que toma una variable discreta aleatoria en el instante n, y la funcién X(z) suele
escribirse como X(s), ya que s = z-1. Las propiedades de las transformadas Z son utiles en la teoria
de la probabilidad.

Transformada Z inversa

La Transformada Z inversa se define

ofn] = Z7H(X(2)} = %jjg){(z)zﬂ_ldz

Donde C'es un circulo cerrado que envuelve el origen y la regién de convergencia (ROC). El
contorno, (", debe contener todos los polos de X(E).
Un caso especial y simple de esta integral circular es que cuando (es el circulo unidad (que

también puede usarse cuando la ROC incluye el circulo unidad), obtenemos la transformada inversa
de tiempo discreto de Fourier:

2 Johnsonbaugh, Richard (2005). Matematicas Discretas.
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La TZ con un rango finito de n y un nimero finito de z separadas de forma uniforme puede ser
procesada de forma eficiente con el algoritmo de Bluestein. La transformada discreta de Fourier
(DFT) es un caso especial de la TZ, y se obtiene limitando z para que coincida con el circulo unidad.

z[n] = X(Ej“)ejwdw

Region de convergencia (ROC)

La region de convergencia, también conocida como ROC, define la region donde la transformada-z
existe. La ROC es una region del plano complejo donde la TZ de una sefial tiene una suma finita. La
ROC para una x|[n] es definida como el rango de z para la cual la transformada-z converge. Ya que

—nn
la transformada—z es una serie de potencia, converge cuando I[ﬂ]z es absolutamente sumable.

ROC ={z: i z[n|z™" < oo}

n=—0o0
Propiedades de la Region de Convergencia:
La region de convergencia tiene propiedades que dependen de las caracteristicas de la sefial, x[n].

« La ROC no tiene que contener algun polo. Por definicion un polo es donde x[z] es infinito. Ya
que x[z] tiene que ser finita para toda la z para tener convergencia, ho puede existir ningan
polo para ROC.

« Six[n] es una secuencia de duracion finita, entonces la ROC es todo el plano-z, excepto en
|z|=0 0 |z|=<°.

« Six[n] es una secuencia del lado derecho entonces la ROC se extiende hacia fuera en el
ultimo polo desde x[Zz].

« Six[n] es una secuencia del lado izquierdo, entonces la ROC se extiende hacia dentro desde
el polo mas cercano en Xx[z].

« Si x[n] es una secuencia con dos lados, la ROC va ser un anillo en el plano-z que esta
restringida en su interior y exterior por un polo.

Ejemplo 1 (Sin ROC)

Sea Z[n] = 0.57, Expandiendo z[n)en (=00, 20 )obtenemos
z[n] ={..,057%057%057",1,05,05%,05% ..} ={..,2%2% 21050505 .}

Siendo la suma

>0

Y zplpT" <o

m=—"mm

No hay ningun valor de zque satisfaga esta condicion.



Ejemplo 2 (ROC causal)

0.5

Grdfica 7.2.1.-ROC muestra en azul, el circulo es un punto gris y el circulo | z| - muestra del circulo.

Sea [n] :D-5nu[”](donde ties la funcion escalén). Expandiendo rnlen (—o0,0)
obtenemos

zn] ={..,0,0,0,1,0.5,05% 05° ..}

Siendo la suma

>0

a4 | A 1
Z x[n]z :£0.5 27" = Z (—) =T 05—

n=—0oa0 n=>0 Z

La ultima igualdad se obtiene con la formula del sumatorio para series geométricas, y la igualdad

\0.5,:—1\ <1

solo se conserva si , lo cual puede ser reescrito para definir zde modo |z| = 0-5.

Por lo tanto, la ROC es | 3| = 0-5. En este caso la ROC es el plano complejo exterior al circulo de
radio 0,5 con origen en el centro.

Ejemplo 3 (ROC anticausal)

+1

Graéfica 7.2.2.-ROC muestra en azul, el circulo unitario como un punto gris circular i el circulo exterior| *3| - 05
muestra del circulo.



sea T[n] = —(0.5)"u[-n — 1](donde ues la funcién escalén). Expandiendo z[nlentre
(=00, 20 )obtenemos

zn] = {...,=(05)7% =(0.5)"2,-(0.5)"",0,0,0,...}

Siendo la suma

£ a == & orem - 8 ()

) e
- oaNes) 05T " =05~ 105

De nuevo, usando la férmula de sumatorio para series geométricas, la iguadad s6lo se mantiene si

0572 <1
‘ , de modo que podemos definir Zcomo |3| < 0-5. Aqui, la ROC es |z| < 0-5, es
decir, el interior de un circulo centrado en el origen de radio 0,5.

Conclusién de los ejemplos

Los ejemplos 2 y 3 muestran claramente que la transformada X(z)de I[”]es Unica si y solo si se
especifica cual es la ROC. Dibujando los graficos de polos y ceros para los casos causal y
anticausal, comprobariamos como la ROC de ambos casos no incluye el polo que esta en 0,5. Esto
se extiende a los casos con multiples polos: la ROC nunca contiene polos.

En el ejemplo 2, el sistema causal tiene una ROC que incluye |3| — OC, mientras que al sistema
anticausal del ejemplo 3 le pertenece una ROC que incluye |z| — [].
En los sistemas con multiples polos, es posible tener una ROC que no incluya ni |3| = X

12| =0 La ROC crea una regién circular. Por ejemplo, z[n] = 0.5"u[n] — 0.75"u[—n — 1]

tiene dos polos en 0,5y 0,75. La ROC sera 0.5 < |*3| < D-?S, la cual no incluye ni el origen ni el
infinito. Este tipo de sistemas se conoce como sistemas de causalidades mezcladas, ya que

contiene un término causal 05" u[”]y otro anticausal —(0-79) " u[—n — 1]

La estabilidad de un sistema se puede determinar simplemente conociendo su ROC. Si esta ROC
contiene el circulo unidad (p. ej. |3| — 1) entonces el sistema es estable. En los sistemas
anteriores, el sistema causal es estable porque |3| > U-5contiene el circulo unidad.

Si tenemos la TZ de un sistema sin su ROC (p.ej., un it7[”]ambiguo) podemos determinar una Unica
sefial ¥ [”]en funcion de que queramos o no las siguientes propiedades:

« Estabilidad
« Causalidad

Si queremos un sistema estable, la ROC debe contener el circulo unidad. Si queremos un sistema
causal, la ROC debe contener al infinito. Si queremos un sistema anticausal, la ROC debe contener
al origen.

De este modo, podemos encontrar una sefial en el tiempo I[“]que sea Unica.



Teorema de valor inicial If x[n] causal

z[0] = lim X(z).

Teorema de valor final Si los polos de (z - 1} X( z)estén dentro del circulo unitario, entonces
x[oo] = ll_fﬁ(:z —1)X(z).

Tabla con los pares més habituales de la transforma  da zZ

Sefial, z(n) Transformada Z, X(z) ROC
1 d(n) 1 todo z
2 u(n) ] ! . |z| =1

— z_
n 1

3 a"u(n) pp— |z| = |a]

n az"!
4 na"u(n) A= a7 |z| > |a]

n ].
5 |—a"u(—n—1) ey |z| < |a]
o | na'u(n—1) 2 2/ <a

—na"u(—n — _
(1—az"1)?
1 — 27" cos(wn)
7 | cos(wgn)u(n) T 22T cos(wn) + 2 |z| > 1
. 271 sin(wp)
8 | sin(wpn)u(n) 22T cos(wn) £ 2 2| > 1
1 — az~! cos(wn)
° @ cos{won)u(n) 1 —2az71 cos(wp) + a?z~? 12> |a
1 .

10 a” sin(wpn)u(n) az”_sin(wo) |z| > |a

1 — 2az=1 cos(wp) + a?z~2

Relacion con Laplace

La TZ bilateral es simplemente la transformada de Laplace bilateral de la sefial muestreada

>0

wt) S S(t—nT)= 3 a[n]s(t - nT)

n=—"mn n=—=m



donde T(?)es Ia sefial continua muestreada, r[n] = x(nT)a n-¢sima muestra, { el periodo de

oy T
muestreo, y con la sustitucion z = ES .

Del mismo modo, la TZ unliateral es simplemente la transformada de Laplace unilateral de la sefial
ideal muestreada. En ambas se asume que la sefial muestreada vale cero para todos los indices
negativos en el tiempo.

Relacion con Fourier

La TZ es una generalizacion de la transformada de Fourier de tiempo discreto (DTFT). La DTFT

puede hallarse evaluando la TZ X(z)en z = E!':"“'o, lo que es lo mismo, evaluada en el circulo
unidad. Para determinar la respuesta en frecuencia del sistema, la TZ debe ser evaluada en el
circulo unidad.

Ecuacion diferencial de coeficientes lineales const antes

La ecuacion diferencial de coeficientes lineales constantes (LCCD) es una representacion de un
sistema lineal basada en la ecuacién de la media autorregresiva.

Syl — play = S afn — g3,
p=0 g=>0

Ambos términos de esta ecuacion pueden dividirse por “¥n, si no es cero, normalizando o = lia
ecuacion LCCD puede ser escrita

ylnl = 3 oln — alf, - z yin — pla,

Esta forma de la ecuacion LCCD es mas explicita para comprobar que la salida actual y[ﬂ]se define
en funcién de las salidas anteriores Y[ — _IJ], la entrada actual 3-7[”], y las entradas anteriores

r[n — g,
Funcion de transferencia

Se calcula haciendo la TZ de la ecuacién

Y(z) gﬂz—pap = X(z) 2 2793,

y dividiendo
H(z) = Y(z) gin z715, B+ 2B 4+ 228+ 27 M By,
X(z) {;Ln Py,  Op + z7 oy + 27209 + ...+ 2 Nay

Ceros y polos

Gracias al teorema fundamental del algebra sabemos que el numerador tiene M raices (llamadas
ceros) y el denominador tiene N raices (llamadas polos). Factorizando la funcion de transferencia



(1 —quz7 ) (1= goz71)...(1 = qarz™1)
(1 —prz7t)(1 —poz=1)..(1 — py2z7t)

Donde Hkes el k-ésimo cero y Pkes el k-ésimo polo. Los ceros y polos son por lo general complejos,
y por tanto se pueden dibujar en el plano complejo.

H(z) =

En definitiva, los ceros son las soluciones de la ecuacion obtenida de igualar el numerador a cero,
mientras que los polos son las de la ecuacién que se obtiene al igualar a cero el denominador.

Se puede factorizar el denominador mediante la descomposicién en fracciones simples, las cuales
pueden ser transformadas de nuevo al dominio del tiempo. Haciendo esto obtenemos la respuesta al
impulso y la ecuacion diferencial de coeficientes lineales constantes del sistema.



